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Математические модели установившихся 

плоскопараллельных околозвуковых течений

К.Б. Сабитов

Переход через скорость звука представляет собой одно из важнейших газодинамических явлений. С точки зрения математической теории интерес к этому явлению вызван тем, что основные дифференциальные уравнения моделей установившихся течений приобретают дополнительную особенность, связанную с изменением их типа в области определения решения. Здесь мы рассмотрим некоторые модели установившихся плоскопараллельных течений несжимаемой среды.

Уравнение двумерных плоскопараллельных установившихся газовых течений в том виде, который придал ему Чаплыгин С.А. (1869 – 1942) в своей работе «О газовых струях» (1902), на плоскости годографа имеет вид
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- функции от модуля скорости течения, которые обе положительны при дозвуковой и отрицательны при сверхзвуковой скорости, 
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 - это полярные координаты на плоскости годографа, годограф – плоскость изменения координат вектора скорости 
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Уравнение (1) имеет эллиптический тип при дозвуковой и гиперболический тип при сверхзвуковой скорости.

Чаплыгин С.А. в своей работе исследовал две задачи для уравнения (1), а именно истечение свободной струи из сосуда с плоскими стенками (задача о струях) и набегание свободной струи на клин (задача обтекания). Он доказал, что в случае, когда скорость потока повсеместно остается ниже скорости звука, обе эти задачи сводятся к задачам Дирихле для уравнения (1) и методом разделения переменных построил решения.

Франкль Ф.И. (1905-1961), продолжая исследования Чаплыгина, установил, что задача истечения сверхзвуковой струи из сосуда с плоскими стенками на плоскости годографа сводится к задаче Трикоми.
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Рассмотрим сосуд со стенками 
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 в струе происходит переход через скорость звука с на некоторый звуковой линии 
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. В бесконечности вверх по течению, т.е. в сосуде вдали от отверстия, газ покоится и имеет заданные параметры 
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 - критические значения давления, скорости и плотности. 
Вдоль стенки 
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 происходит посредством центрированной волны разрежения. Волна разрежения заканчивается характеристикой 
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Ввиду симметрии течения этим определяется область 
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 независимого трансзвукового течения с границей 
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 полностью определен исходными данными, он показан на рис. 2, где соответствующие точки обозначены теми же буквами, что и на рис. 1. 
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При этом точкам 
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 на плоскости течения (краям отверстия) соответствуют дуги характеристик 
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  на плоскости годографа. 
Граничные условия для функции тока определяются заданным расходом газа в струе 
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Следовательно, задача об истечении сверхзвуковой струи сводится к следующей краевой задаче для функции тока на плоскости годографа: 
найти решение уравнения Чаплыгина в области 
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Приращение функции тока 
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 при переходе от нижней границы струи к верхней равно 2Q, и поэтому граничные функции тока могут быть взяты в виде (2). 

В силу симметрии задачи (2) можно заменить задачей об отыскании решения уравнения Чаплыгина в области с границей 
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Понижение внешнего давления 
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 сопровождается возрастанием скорости 
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. Влияние этого изменения передается в область независимого течения через отрезки 
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 (см. рис. 2), то точки 
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). Поэтому дальнейшее понижение внешнего давления уже не влияет на область независимого течения, в частности, на его расход. Получаемое течение при 
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 называется течением с максимальным расходом.
Для течения с максимальным расходом задача  несколько упрощается и сводится к следующей: найти решение уравнения Чаплыгина в области 
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Краевая задача (4) является задачей Трикоми для уравнения Чаплыгина.

Задача (2) при 
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 принадлежит классу так называемых обобщенных задач Трикоми и является очень трудной. До сих пор по этой задаче  не получены окончательные результаты.
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Задачу Трикоми изучали многие авторы из разных стран.

Итальянский математик Ф. Трикоми в 20-е годы прошлого столетия исследовал краевую задачу для уравнения
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в области 
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 (см. рис. 3) с граничными условиями
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 - заданные функции.

Ф. Трикоми доказал единственность решения этой задачи при любой гладкой  кривой 
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, а существование решения для областей 
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, содержащих внутри себя нормальную кривую 
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Франкль Ф.И. (1945) одним из первых доказал единственность решения задачи Т для уравнения Чаплыгина при условии 
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Наиболее значимый вклад внес К.И. Бабенко (1950) по задаче Трикоми для уравнения Чаплыгина. Он свел эту задачу для уравнения
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и доказал единственность и существование решения задачи Т для уравнения (7) при условии малости линии изменения типа или малости коэффициента 
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Интересные результаты были получены и американскими учеными: S. Agmon, L. Nirenberg, M. Protter (1953).

В нашей работе ( ДАН, 1994, Т. 335, № 4 ) доказана единственность задачи Т для уравнения Чаплыгина без каких – либо ограничений геометрического характера на кривую 
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 и коэффициент 
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, т.е. получен окончательный результат без условия (6).

Обобщенная задача Трикоми для уравнения Чаплыгина
По этой задаче получили значительные результаты К.И. Бабенко, А.В. Бицадзе, К. Моравец, П. Лакс, К. Фридрихс, Л.В. Овсянников, В.П. Михайлов, В.Н. Врагов, А.М. Нахушев, А.П. Солдатов и другие.

Рассмотрим уравнение Чаплыгина в области 
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 (см. рис. 4)

Задача Трикоми – Франкля. Найти решение 
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 уравнения Чаплыгина, удовлетворяющее граничным условиям: 
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Задача Франкля – Овсянникова. Найти решение 
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 уравнения Чаплыгина, удовлетворяющее граничным условиям: 
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В нашей совместной с Капустиным Н.Ю. работе ( ДАН, 1992, Т. 321, № 6 ) получен окончательный результат по теореме единственности решения задачи Франкля – Овсянникова.

В 1956 году Франкль Ф.И., исследуя задачу обтекания профилей потоком дозвуковой скорости со сверхзвуковой зоной, оканчивающейся прямым скачком уплотнения, пришел на плоскости годографа к математической модели, именуемой в настоящее время задачей Франкля. Постановка этой задачи им опубликована в журнале ПММ (1956, Т. 20, № 2).
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 (см. рис. 5).

Задача Франкля. Найти решение уравнения (8), удовлетворяющее условиям: 
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Первые результаты по задаче Франкля для уравнений Лаврентьева и Чаплыгина получены А.В. Бицадзе ( ДАН, 1956, Т. 109, № 6; 1957, Т. 112, № 3) при дополнительном требовании, чтобы кривая 
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 кроме обычного условия гладкости удовлетворяла геометрическому условию
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где 
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 – параметрические уравнения кривой 
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В работах Ю.В. Девингталя (Изв. вузов, 1958, Т. 2 (3); Успехи матем. наук, 1959, Т. 14, № 1 (85)) условие (9) на кривую 
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 было несколько ослаблено: неравенство (9) должно выполняться в некоторой окрестности точки 
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Отметим, что задача Франкля была объектом изучения многих советских и зарубежных математиков. Как видим, в работах А.В. Бицадзе, Ю.В. Девингталя и других авторов геометрическое ограничение типа (9) или (10) на кривую 
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 всюду присутствует. В связи с этим возникла проблема: нельзя ли доказать единственность решения задачи Франкля без каких – либо ограничений геометрического характера на кривую 
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. Отметим, что в 1972 – 73 гг. А.П. Солдатов (ДУ, 1973, Т. 9, № 2; 1974, Т. 10, № 1) решил эту проблему для уравнения Лаврентьева – Бицадзе
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методом теории аналитических функций.

В наших совместных с  Капустиным Н.Ю. работах (ДАН, 1990, Т. 314, № 16;  ДАН, 1991, Т. 317, № 5; ДУ, 1991, Т. 27, № 1) для уравнения 
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получены утверждения о единственности задачи Франкля без каких – либо ограничений геометрического характера на кривую 
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.

В нашей работе (ДАН. 1991. Т. 316, № 1 ) исследованы спектральные свойства задачи Франкля для оператора Лаврентьева – Бицадзе, т.е. найдены все с.з. и построены в явном виде соответствующие с.ф. спектральной задачи 
[image: image126.wmf]l
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 и решение самой задачи Франкля построено в виде суммы биортогонального ряда по с.ф. соответствующей спектральной задаче 
[image: image127.wmf]l

F

 ( разработан аналог метода Фурье).

Рассмотрим уравнение типа Чаплыгина
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где 
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 в прямоугольной области 
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 (см. рис. 6).
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В нашей работе (ДАН, 2007, Т. 413, № 1) установлен критерий единственности решения этой задачи, а само решение построено в виде суммы ряда Фурье. При обосновании существования решения возникла проблема малых знаменателей относительно параметра 
[image: image132.wmf]a

.
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Задача Дирихле (аналог обобщенной задачи Трикоми). Найти решение уравнения (12) удовлетворяющее условиям:
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